
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка
Фiзичний факультет

Кафедра теоретичної фiзики

На правах рукопису

ЗАСТОСУВАННЯ РIВНЯННЯ БОЛЬЦМАНА ДЛЯ ОПИСУ
ПОЧАТКОВОЇ СТАДIЇ ЕВОЛЮЦIЇ НУКЛОННОЇ ПIДСИСТЕМИ В

РЕЛЯТИВIСТСЬКИХ ЯДРО-ЯДЕРНИХ ЗIТКНЕННЯХ

Напрям: 0701 – фiзика
Спецiальнiсть: 6.040203 – фiзика
Спецiалiзацiя: теоретична фiзика

Квалiфiкацiйна робота бакалавра
Вовченка Володимира Юрiйовича

Науковий керiвник:
доктор фiзико-математичних наук,
провiдний науковий спiвробiтник
Анчишкiн Дмитро Владленович

Робота заслухана на засiданнi кафедри
теоретичної фiзики та рекомендована до захисту в ДЕК.
Протокол №___ вiд “___” __________ 2011 р.

Зав. кафедри проф. Макарець М.В.

Київ – 2011



2

Змiст

Вступ 3

1 Огляд лiтератури 4
1.1 Фiзика зiткнення релятивiстських ядер . . . . . . . . . . . . . 4
1.2 Основнi моделi опису зiткнення релятивiстських ядер . . . . 7

2 Модель системи 10
2.1 Опис моделi нуклонного фаєрбола . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.2 Система координат . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.3 Початковi умови . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.4 Функцiя розподiлу у нульовому наближеннi . . . . . . . . . . 15
2.5 Функцiя розподiлу у першому наближеннi . . . . . . . . . . . 16
2.6 Просторовий розподiл нуклонiв-спектаторiв . . . . . . . . . . 25
2.7 Густина реакцiй . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3 Результати розрахункiв та їх обговорення 31
3.1 Частота реакцiй . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.2 Просторовий розподiл нуклонiв по координатi z . . . . . . . . 35
3.3 Межi застосовностi моделi нуклонного фаєрбола . . . . . . . 36

Висновки 38

Лiтература 39



3

Вступ

Одним iз основних завдань фiзики високих енергiй є дослiдження ядер-

ної матерiї при великих значеннях густини речовини i енергiї. Такий стан

матерiї дослiджують в експериментах iз зiткнення релятивiстських ядер.

Цi експерименти проводяться на таких сучасних прискорювачах як AGS

(Alternating Gradient Synchrotron) та RHIC (Relativistic Heavy Ion Collider) в

BNL (Brookhaven National Laboratory, Нью-Йорк, США) i SPS (Super Proton

Synchrotron) та LHC (Large Hadron Collider) в CERN (Conseil Européen pour

la Recherche Nucléaire, Женева, Швейцарiя).

При зiткненнi ядер при високих енергiях утворюється сильно нерiвно-

важна система взаємодiючих частинок, яка називається фаєрболом. Для те-

оретичного опису системи її еволюцiю умовно розбивають на рiзнi стадiї,

якi описують рiзноманiтними моделями.

Мета i завдання роботи: Метою даної роботи є дослiдження нуклонної

пiдсистеми на початковiй стадiї зiткнення релятивiстських ядер, яка пе-

редує максимальному перекриттю ядер. Основним завданням є отримання

залежної вiд часу одночастинкової функцiї розподiлу пiдсистеми нуклонiв

на початковiй стадiї еволюцiї. Отримана функцiя розподiлу може бути ви-

користана для задання початкових умов гiдродинамiчних моделей, якi не-

придатнi для опису початкової стадiї. Порiвняння отриманих результатiв iз

монте-карлiвськими моделями дає змогу отримати вiдповiдь на питання про

можливiсть застосування рiзних наближень, якi використовуються у данiй

моделi, а також отримати iнформацiю про процеси в системi на початковiй

стадiї еволюцiї фаєрбола.
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1 Огляд лiтератури

1.1 Фiзика зiткнення релятивiстських ядер

Дослiдження ядерної матерiї в екстремальних умовах є одним з основ-

них напрямкiв ядерної фiзики та фiзики високих енергiй [1]. Результати

таких дослiджень дають можливiсть експериментальної перевiрки теорiї

сильної взаємодiї (квантова хромодинамiка) i рiзних ефективних теорiй, якi

використовують адроннi або партоннi (кварки i глюони) ступенi вiльностi.

Окремий iнтерес представляє дослiдження властивостей кварк-глюонної пла-

зми – стану речовини, в якому кварки є квазi-вiльними.

Зiткнення релятивiстських ядер – це, за визначенням, зiткнення ядер, що

мають релятивiстськi швидкостi. В момент зiткнення утворюється матерiя,

густина якої в декiлька разiв бiльша за густину матерiї в атомному ядрi.

Використання сучасних прискорювачiв дозволяє дослiджувати властивостi

речовини при високих густинах та енергiях в лабораторних умовах.

На Табл. 1 наведено характеристики основних експериментiв iз зiткнен-

ня релятивiстських ядер.

Табл. 1: Основнi експерименти по зiткненню релятивiстських ядер
Прискорювач тип ядер дiапазон енергiй
BNL-AGS Au+Au Ekin = 2− 10.8A ГеВ

√
s = 2.7− 4.9A ГеВ

CERN-SPS Pb+Pb Ekin = 20− 200A ГеВ
√
s = 6.4− 19.5A ГеВ

BNL-RHIC Au+Au Ekin = 0− 21.3A ТеВ
√
s = 2− 200A ГеВ

CERN-LHC Pb+Pb Ekin ≃ 105A ТеВ
√
s ≃ 14A ТеВ

Величини Ekin i
√
s у Табл. 1 визначають енергiю зiткнення ядер. Ekin –

кiнетична енергiя нуклона з ядра-снаряду у лабораторнiй системi (у лабо-

раторнiй системi ядро-мiшень знаходиться в станi спокою), а
√
s – сумарна

енергiя пари нуклонiв з налiтаючих ядер в системi центра мас ядер. Величи-

ни Ekin i
√
s пов’язанi мiж собою спiввiдношенням:

√
s =

√
2m (Ekin + 2m),

де m – маса нуклона.

Експерименти по зiткненню ядер рiзної маси та при рiзних кiнетичних

енергiях дозволяють дослiджувати рiзнi областi на фазовiй дiаграмi ядерної

матерiї (Рис.1).
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Рис. 1: Фазова дiаграма ядерної матерiї.

Еволюцiю системи, що утворюється в зiткненнi релятивiстських iонiв,

можна умовно подiлити на декiлька стадiй, кожна з яких характеризується

своїм типом взаємодiї. Видiляють такi стадiї еволюцiї фаєрбола (Рис. 2): по-

чаткову стадiю, стадiю гiдродинамiчного розширення та стадiю адронного

газу. Фiзичної межi мiж стадiями зiткнення релятивiстських iонiв немає. Ця

межа є суто умовною i вводиться для того, щоб визначити межi використа-

ння тих чи iнших феноменологiчних пiдходiв.

В початковiй стадiї процесу зiткнення релятивiстських ядер важливу

роль вiдiграють партоннi ступенi свободи, що приводять до швидкої iзо-

тропiзацiї та термалiзацiї (τ ∼ 1 fm/c) системи [2, 3, 4].

При достатньо великiй кiнетичнiй енергiї ядер в системi на деякий час

може утворюватись кварк-глюонна плазма – стан речовини, в якому кварки

є квазi-вiльними. Можливiсть утворення кварк-глюонної плазми було перед-

бачено в роботi [5] у зiткненнях Pb+Pb при енергiї Ekin ≈ 30А ГеВ. Модель
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Рис. 2: Стадiї реакцiї зiткнення релятивiстських ядер.

передбачала рiзку змiну властивостей народження вторинних частинок при

цiй енергiї. Отриманi пiзнiше експериментальнi данi колаборацiї NA49 [6]

узгоджуються з передбаченнями моделi. Таким чином вважається, що кра-

пля кварк-глюонної плазми утворюється у експериментах SPS, RHIC i LHC.

Наступний етап (1 ≤ τ ≤ 7 фм/c) характеризується тим, що матерiя має

велику густину i перебуває в станi локальної термодинамiчної рiвноваги,

саме тому цю стадiю описують як гiдродинамiчне розширення системи. Ця

стадiя найкраще описується гiдродинамiчними моделями.

Тодi коли густина системи падає настiльки, що її опис на мовi реля-

тивiстської гiдродинамiки вже не є можливим, система переходить в стан

адронного газу (τ ≥ 7 фм/c). В такому станi систему описують мiкроскопi-

чними кiнетичними моделями.
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1.2 Основнi моделi опису зiткнення релятивiстських ядер

Основними пiдходами для дослiдження еволюцiї системи при зiткнен-

нях релятивiстських ядер є мiкроскопiчнi кiнетичнi моделi та релятивiст-

ська гiдродинамiка.

Мiкроскопiчнi кiнетичнi моделi У мiкроскопiчних кiнетичних моделях

опису зiткнення ядер розв’язується багатокомпонентна система релятивiст-

ських кiнетичних рiвнянь Больцмана для частинок рiзного сорту (рiзноманi-

тнi барiони i мезони, що можуть народжуватися в процесi зiткнення). Най-

бiльш вдалими серед цих моделей є монте-карлiвськi кiнетичнi моделi, у

яких використовується молекулярна динамiка. Прикладами таких моделей

є RQMD (Relativistic Quantum Molecular Dynamics) [7], UrQMD (Ultrarelati-

vistic Quantum Molecular Dynamics) [8, 9] i HSD (Hadron String Dynamics)

[10].

Для прикладу розглянемо як працює UrQMD. У цiй моделi розв’язується

рiвняння Больцмана за рахунок симуляцiї розповсюдження частинок i всiх

можливих двочастинкових реакцiй. Для отримання гладких функцiй розпо-

дiлу, як правило проводится статистичне усереднення з великої кiлькостi

(N ∼ 1000− 10000) подiй, якi вiдповiдають одному i тому ж типу зiткнення

ядер. Пiдхiд молекулярної динамiки полягає в тому, що розвиток системи

розглядається розв’язанням класичних коварiантних рiвнянь руху у формi

Гамiльтона

dqj

dτ
=

∂H

∂pj

(1)

dpj

dτ
= −∂H

∂qj

j = 1, · · · , N. (2)

Крiм того, розглядаються усi можливi зiткнення мiж будь-якою парою ча-

стинок. Критерiєм зiткнення є умова

d ≤ d0 =

√
σtot

π
, (3)

де d – найменша вiдстань мiж частинками в системi центра мас цих двох ча-
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стинок, σtot - повний перерiз розсiяння, який залежить вiд енергiї зiткнення

та типу частинок. В цьому пiдходi частинки, по сутi, рухаються як класичнi,

але тут також врахованi такi квантовi ефекти, як розсiяння частинок, прин-

цип Паулi заборони деяких реакцiй, а також стохастичний розпад частинок.

До переваг монте-карлiвських кiнетичних моделей над iншими моделя-

ми можна вiднести те, що вони вiдтворюють фiзичне явище, яке близьке до

експериментального. Частинки, що вилiтають у детектор можна аналiзувати

так само, як це робиться в експериментi. Ще однiєю перевагою є вiдсутнiсть

чисельних нестiйкостей, якi часто виникають наприклад у гiдродинамiчних

моделях при чисельному розв’язаннi рiвнянь.

До недолiкiв можна вiднести обмеження двочастинковими адронними

реакцiями, яке є непридатним при високих енергiях зiткнення, коли в про-

цесi еволюцiї системи утворюється кварк-глюонна плазма. З цiєї причини

цi моделi в основному придатнi для опису зiткнень, що вiдповiдають експе-

риментам BNL-AGS i CERN-SPS. При бiльш високих енергiях зiткнення цi

моделi застосовнi для опису лише стадiї адронного газу.

Для опису початкової стадiї процесу зiткнення релятивiстських ядер мо-

жуть використовуватися мiкроскопiчнi моделi, що основанi на процесах вза-

ємодiї кваркiв i глюонiв [2, 3, 4], але вони ще знаходяться у стадiї розробки.

Гiдродинамiчнi моделi У гiдродинамiчних моделях [11] опису зiткнення

використовується припущення про те, що у деякий момент часу у системi

наявна локальна термодинамiчна рiвновага. В цих моделях адронна мате-

рiя описується, як сукупнiсть двох або бiльше струменiв рiдини. У моделi

iдеальної рiдини розв’язуються рiвняння:

∂µT
µν = 0, (4)

∂µN
µ = 0, (5)

де T µν = (e+P )uµuν−Pgµν – тензор енергiї-iмпульсу, uµ = (γ, γv) – гiдро-

динамiчна 4-швидкiсть, e – густина енергiї, P – тиск, Nµ = nuµ, n – густина

частинок. Для того, щоб система рiвнянь була замкнутою необхiдно також

рiвняння стану ядерної матерiї e = e(T, µ), яке може бути задано феномено-
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логiчно або iз розрахункiв квантової хромодинамiки. Як правило рiвняння

гiдродинамiки описують систему пiсля завершення початкової стадiї iзотро-

пiзацiї i термалiзацiї адронiв (τ ∼ 1 фм/c), i до утворення адронного газу

(τ ∼ 7 фм/c), коли густина системи падає настiльки, що її опис на мовi

релятивiстської гiдродинамiки вже не є можливим.

Вперше гiдродинамiчний опис зiткнення релятивiстських ядер застосу-

вав Ландау [12], де у виглядi початкової умови по завершеннi стадiї тер-

малiзацiї обрано статичний однорiдний диск. Ця модель є двовимiрною i

застосовувалась для енергiй зiткнення Ekin = 10 − 100А ГеВ. Модель Лан-

дау є однiєю з найпростiших гiдродинамiчних моделей поряд iз одновимiр-

ними моделями сферичного розширення [13] для низьких енергiй i моделi

Бйоркена [14] для високих енергiй. Нинi найбiльш вживаними є тривимiрнi

гiдродинамiчнi моделi, у яких рiвняння гiдродинамiки розв’язуються чи-

сельно. Результати останнiх експериментiв на RHIC, показали, що динамiка

системи дуже добре описується цими гiдродинамiчними моделями. Основ-

ними труднощами гiдродинамiчного опису є проблема задання початкових

умов i рiвняння стану ядерної матерiї.

Для задання початкових умов в гiдродиннамiцi як правило використо-

вують просторовi розподiли барiонiв, отриманi на основi моделi Глаубера-

Ситенка [15, 16] i моделi пораненого нуклона [17]. Iнший пiдхiд полягає у

використаннi монте-карлiвських кiнетичних моделей, в яких симулюється

початкова стадiя еволюцiї для знаходження необхiдних розподiлiв.

Останнiм часом також було розроблено моделi, у яких поєднано кiне-

тичний i гiдродинамiчний опис зiткнення ядер [18, 19]. При цьому по за-

вершеннi гiдродинамiчного опису системи за вiдомою функцiєю розподiлу

генеруються адрони вiдповiдно до формули Купера-Фрая [20] i подальша

еволюцiя адронного газу моделюється монте-карлiвськими кiнетичними мо-

делями.
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2 Модель системи

Побудуємо на основi релятивiстського кiнетичного рiвняння Больцмана

модель нуклонного фаєрбола для опису нуклонної пiдсистеми в релятивiст-

ських ядро-ядерних зiткненнях.

2.1 Опис моделi нуклонного фаєрбола

При описi зiткнення релятивiстських ядер адронними моделями (тобто

без урахування партонних ступенiв вiльностi) частинки в системi можна

роздiлити на двi пiдсистеми: барiони (частинки, що складаються з трьох

кваркiв i мають барiонний заряд B = ±1) i мезони (частинки, що складаю-

ться з пари кварк-антикварк i мають барiонний заряд B = 0). У початковий

момент до зiткнення ядер у системi присутнi лише нуклони, що належать до

барiонної системи, мезони в системi вiдсутнi. Iз закону збереження барiоно-

ого заряду випливає, що рiзниця кiлькостi барiонiв i антибарiонiв в систе-

мi зберiгається. Кiлькiсть барiонiв в системi може змiнюватися внаслiдок

народження барiон-антибарiонних пар в адронних реакцiях. Розрахунки в

монте-карлiвських кiнетичних моделях показують, що кiлькiсть народжень

таких пар є малою (2-3 пари або близько 1% вiд загальної кiлькостi барiонiв

в системi), тому змiною кiлькостi барiонiв в системi з часом нехтується.

У результатi непружних зiткнень нуклони можуть переходити у iншi

барiони iз бiльшою масою. Для врахування цього необхiдно кожний сорт

барiонiв описувати своєю функцiєю розподiлу iз вiдповiдним iнтегралом

зiткнень, який враховує реакцiї мiж рiзними сортами частинок. Внаслiдок

цього задача значно ускладнюється i це унеможливлює пошук розв’язку.

Через це в моделi використовується наступне наближення: усi барiони в

системi моделюються як нуклони.

При описi нуклонної пiдсистеми необхiдно б було також враховувати ре-

акцiї мiж нуклонами та мезонами, якi народжуються в системi в результатi

зiткнень. Це потребує знання функцiї розподiлу рiзних сортiв мезонiв в си-

стемi. Для простоти розрахункiв у моделi нехтується взаємодiєю барiонної

пiдсистеми з мезонною.

В результатi цих припущень пiдсистема нуклонiв описується реляти-
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вiстським кiнетичним рiвнянням Больцмана. Справедливiсть виконаних на-

ближень можна перевiрити порiвнянням нашої моделi iз монте-карлiвськими

моделями, в яких цих наближень немає.

Пiдсистема нуклонiв характеризується одночастинковою функцiєю роз-

подiлу, яка дає змогу розраховувати рiзноманiтнi характеристики системи.

Будемо розглядати пiдсистему нуклонiв у наближеннi двочастинкових реа-

кцiй.

Функцiя розподiлу f(t, r,p) системи iз деякою початковою умовою за-

довольняє релятивiстське кiнетичне рiвняння Больцмана [21]

pµ∂µf(t, r,p) = C(t, r,p) , (6)

f(0, r,p) = F(r,p) (7)

де C(t, r,p) є iнтегралом зiткнень, F(r,p) – початковий розподiл нуклонiв.

Iнтеграл зiткнень має вигляд [1]

C(t, r,p) =
1

2

∫
d3p1

Ep1

d3p′

E ′
p

d3p′1
E ′

p1

[f ′f ′
1W (p′, p′1|p, p1)− ff1W (p, p1|p′, p′1)] , (8)

де введенi позначення f = f(t, r,p), f1 = f(t, r,p1), f ′ = f ′(t, r,p′), f ′
1 =

f(t, r,p′
1), W (p, p1|p′, p′1) – швидкiсть переходу, Ep =

√
p2 +m2 – реляти-

вiстський закон дисперсiї, m = 938 МеВ – маса нуклона. У наближеннi

двочастинкових пружних зiткнень швидкiсть переходу має вигляд

W (p, p1|p′, p′1) = s σ(s, θ) δ4(p+ p1 − p′ − p′1), (9)

де σ(s, θ) – диференцiйний перерiз розсiяння у системi центра мас двох

нуклонiв, p = (Ep,p) – 4-вектор iмпульсу, s = (p + p1)
µ (p + p1)µ, θ – кут

розсiяння у системi центра мас.

2.2 Система координат

Система, що утворюється в зiткненнях релятивiстських ядер має чiтко

виражений рух вздовж напрямку руху ядер до зiткнення. Система вiдлiку,

яка є природною для опису, вибирається iз наступних мiркувань (Рис. 3):
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1. У цiй системi вiдлiку сума iмпульсiв двох нуклонiв iз рiзних ядер

дорiвнює нулю.

2. Центр вiдлiку O помiстимо в центр мас двох ядер.

3. Оберемо напрямок осi Oz вздовж напрямку руху ядер до зiткнення.

4. Оберемо напрямок осi Ox вдовж вектора b, що з’єднує центри ядер

в момент їх найбiльшого перекриття. Модуль цього вектора b = |b|
називається прицiльним параметром.

Ця система називається системою центра мас двох ядер.

A

B

. z

x

y

Рис. 3: Система координат в зiткненнях релятивiстських ядер. Кружечками
позначено нуклони. Нуклони, якi позначенi червоним кольором, визначають
область перекриття ядер.

2.3 Початковi умови

Розглянемо початковi умови для зiткнення iдентичних ядер.

В початковий момент часу налiтаючi ядра “дотикаються” одне до одного

(Рис. 4). Оскiльки розподiл ядерної матерiї в ядрi не має чiткої границi, то
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про дотикання ядер можна говорити лише умовно. Будемо вважати, що в

початковий момент центри ядер знаходяться по осi z на вiдстанi, що вiдпо-

вiдає двом радiусам ядра:

d =
2R

γ
, (10)

де R – радiус ядра в системi спокою ядра, γ =
√
1− V 2

0 – гамма-фактор, що

вiдповiдає швидкостi V0 – початковiй швидкостi ядра в системi центра мас.

Час максимального перекриття ядер tc, якому передує початкова стадiя ево-

люцiї фаєрбола, тодi визначається радiусом ядра R i початковою швидкiстю

V0:

tc =
R

γ
· 1

V0
. (11)

b

xA

B

.
. z

R0

y

Рис. 4: Початковi умови.

В початковий момент часу функцiя розподiлу має вигляд: f(0, r,p) =

F(r,p). При цьому початкова функцiя розподiлу F(r,p) є сумою функцiй

розподiлу нуклонiв у налiтаючих ядрах: F(r,p) = FA(r,p) + FB(r,p), де

FA(B)(r,p) – початковий розподiл нуклонiв у ядрi A (або B).

Знехтуємо в початковий момент часу просторово-iмпульсними кореляцi-
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ями в розподiлi нуклонiв в ядрах:

FA(B)(r,p) = ρA(B)(r) gA(B)(p) , (12)

де ρA(B)(r) – початковий розподiл нуклонiв в координатному просторi, а

gA(B)(p) – початковий розподiл нуклонiв в iмпульсному просторi.

Запишемо вираз для початкового розподiлу ρ′A(B)(r) у власнiй системi

координат ядра A (або B). Скористаємось розподiлом Вудса-Саксона:

ρ′A(B)(r) =
cρ

1 + exp
[
1
a
(|r| −R0)

] , (13)

де a – дифузнiсть краю, R0 – радiус ядра. Зазначимо, що радiус R0 у розпо-

дiлi Вудса-Саксона необов’язково спiвпадає з радiусом R що визначає поча-

ткову вiдстань мiж ядрами (10). Стала нормування cρ знаходиться з умови∫
drρ(r) = A, де A – кiлькiсть нуклонiв в ядрi.

Перехiд до лабораторної системи (що збiгається iз системою центра мас

двох ядер) вiдбувається внаслiдок зсуву координати центра кожного iз ядер

та подальшого перетворення Лоренца. Будемо вважати, що в початковий

момент часу центри ядер мають координати (xA(B), 0, zA(B)), де xA =
b

2
,

xB = −b

2
, b – прицiльний параметр.

У якостi початкового iмпульсного розподiлу виберемо розподiл, що вiд-

повiдає заданому значенню iмпульсу, який визначається енергiєю зiткнення

ядер.

Тодi початкову функцiю розподiлу для ядра A або B можна записати у

виглядi:

FA(B)(r,p) = ρA(B)(r) gA(B)(p), (14)

ρA(B)(r) =
C̃

1 + exp

{
1

a

[√
(x− xA(B))

2 + y2 +
[
γ
(
z − zA(B)

)]2 − R0

]},

(15)

gA(B)(p) = δ2(p⊥) δ(pz − pA(B)), (16)
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де δ2(p⊥) = δ(px)δ(py), pA = p0, pB = −p0, p0 – модуль початкового

iмпульсу нуклона в ядрi. Константа C̃ визначається умовою нормування∫
dr ρA(B)(r) = A i пов’язана з константою cρ iз (13) спiввiдношенням

C̃ = γcρ.

2.4 Функцiя розподiлу у нульовому наближеннi

У нульовому наближеннi функцiя розподiлу f (0)(t, r,p) задовольняє рiв-

няння Больцмана iз нульовою правою частиною:

pµ∂µf
(0)(t, r,p) = 0. (17)

Наближення, у якому права частина рiвняння Больцмана дорiвнює нулю

називається балiстичним режимом.

З урахуванням початкової умови F(r,p) розв’язок рiвняння (17) має ви-

гляд:

f (0)(t, r,p) = f
(0)
A (t, r,p)+f

(0)
B (t, r,p) = FA(r−vt,p)+FB(r−vt,p), (18)

де v =
p

Ep

, Ep =
√

p2 +m2, f (0)
A(B)(t, r,p) = FA(B)(r− vt,p).

Таким чином у нульовому наближеннi залежна вiд часу функцiя роз-

подiлу нуклонiв в системi є сумою залежних вiд часу функцiй розподiлу

нуклонiв f
(0)
A та f

(0)
B у ядрах A та B вiдповiдно. Так само, як i початковi

функцiї розподiлу, цi функцiї мають вигляд добутку просторового та iм-

пульсного розподiлiв i визначаються початковим розподiлом i початковою

швидкiстю руху ядер:

f
(0)
A(B)(t, r,p) = ρA(B)(r− vA(B)t) δ

2(p⊥) δ(pz − pA(B)), (19)

де vA = v0, vB = −v0, v0 = (0, 0, V0). Введемо позначення, яким будемо

користуватись далi:

ρ
(0)
A(B)(t, r) = ρA(B)(r− vA(B)t). (20)
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Тобто ρA(B) є залежним вiд часу просторовим розподiлом нуклонiв у ядрах

у нульовому наближеннi.

Функцiї розподiлу, якi отриманi у цьому наближеннi, вiдповiдають ситу-

ацiї, коли ядра проходять одне через iнше без зiткнень мiж нуклонами, або

iз зiткненнями iз розсiянням нуклонiв строго вперед (Рис. 5).

A

B

.
. z

t=0

A

B

. z

t=0.5t
c

z

t=t
c

A

B

. z

t=1.5t
c

A

B

. z

t=2t
c

A

B

Рис. 5: Еволюцiя системи у балiстичному режимi. На рисунку зображено
систему у рiзнi моменти часу.

2.5 Функцiя розподiлу у першому наближеннi

При побудовi першого наближення розiб’ємо функцiю розподiлу на три

доданки:

f (1)(t, r,p) = f
(1)
A (t, r,p) + f

(1)
B (t, r,p) + f

(1)
part(t, r,p). (21)

Тут f
(1)
A(B)(t, r,p) – функцiя розподiлу нуклонiв ядра A або B, якi на мо-

мент часу t не прийняли участi у жодному зiткненнi (нуклони-спектатори),
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а f
(1)
part(t, r,p) – функцiя розподiлу нуклонiв, що прийняли участь у хоча

б одному зiткненнi (нуклони-учасники). Роздiлення нуклонiв на нуклони-

спектатори i нуклони-учасники схематично представлено на Рис. 6.

A

B

. z

t=0.5tc

spectators A

spectators B

participants

Рис. 6: Роздiлення фаєрбола на нуклони-спектатори i нуклони-учасники.

Роздiлення нуклонiв на нуклони-спектатори i нуклони-учасники є цiл-

ком природним при описi зiткнення релятивiстських ядер, а особливо при

дослiдженнi зiткнень iз рiзним прицiльним параметром, оскiльки спiввiд-

ношення мiж кiлькiстю спектаторiв i учасникiв сильно залежить вiд цього

параметру. Варто зазначити, що в данiй роботi дослiджуються залежнi вiд

часу функцiї розподiлу нуклонiв-спектаторiв i нуклонiв-учасникiв, i спiв-

вiдношення мiж цими нуклонами змiнюється з часом: кiлькiсть нуклонiв-

спектаторiв зменшується, а кiлькiсть нуклонiв-учасникiв вiдповiдно збiль-

шується. Повна кiлькiсть нуклонiв, як було зазначено на початку, не змiню-

ється.

При побудовi рiвнянь для f
(1)
A , f (1)

B i f (1)
part використаємо такi припущення:

1. Функцiї розподiлу f
(1)
A , f (1)

B i f (1)
part описуються кiнетичним рiвнянням

Больцмана.

2. Нуклони-спектатори ядра A приймають участь у зiткненнях iз нукло-

нами iз ядра B, що описуються функцiєю розподiлу f
(0)
B у нульовому
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наближеннi. В результатi зiткнення нуклони-спектатори ядра A “пере-

ходять” з функцiї розподiлу f
(1)
A у функцiю розподiлу f

(1)
part.

3. Нуклони-спектатори ядра B приймають участь у зiткненнях iз нукло-

нами iз ядра A, що описуються функцiєю розподiлу f
(0)
A у нульовому

наближеннi. В результатi зiткнення нуклони-спектатори ядра B “пе-

реходять” з функцiї розподiлу f
(1)
B у функцiю розподiлу f

(1)
part.

На основi цих припущень отримуємо наступнi рiвняння для функцiй

f
(1)
A , f (1)

B i f (1)
part:

pµ∂µf
(1)
A = −1

2

∫
d3p1

Ep1

d3p′

Ep′

d3p′1
Ep′

1

f
(1)
A (t, r,p) f

(0)
B (t, r,p1)W (p, p1|p′, p′1), (22)

pµ∂µf
(1)
B = −1

2

∫
d3p1

Ep1

d3p′

Ep′

d3p′1
Ep′

1

f
(1)
B (t, r,p) f

(0)
A (t, r,p1)W (p, p1|p′, p′1), (23)

pµ∂µf
(1)
part =

1

2

∫
d3p1

Ep1

d3p′

Ep′

d3p′1
Ep′

1

f
(1)
A (t, r,p′) f (0)

B (t, r,p′
1)W (p′, p′1|p, p1)

+
1

2

∫
d3p1

Ep1

d3p′

Ep′

d3p′1
Ep′

1

f
(1)
B (t, r,p′) f (0)

A (t, r,p′
1)W (p′, p′1|p, p1), (24)

f
(1)
A(B)(0, r,p) = FA(B)(r,p), (25)

f
(1)
part(0, r,p) = 0, (26)

де W (p, p1|p′, p′1) = s σ(s, θ) δ4(p+ p1 − p′ − p′1) – швидкiсть переходу.

2.5.1 Рiвняння неперервностi

Покажемо, що у системi, яка описується функцiєю розподiлу у першому

наближеннi (21) зберiгається кiлькiсть нуклонiв у часi. Для цього додамо
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рiвняння (22), (23) i (24). В результатi отримаємо рiвняння для функцiї f (1):

pµ∂µf
(1) =

1

2

∫
d3p1

Ep1

d3p′

Ep′

d3p′1
Ep′

1

f
(1)
A (t, r,p′) f (0)

B (t, r,p′
1)W (p′, p′1|p, p1)

− 1

2

∫
d3p1

Ep1

d3p′

Ep′

d3p′1
Ep′

1

f
(1)
A (t, r,p) f

(0)
B (t, r,p1)W (p, p1|p′, p′1)

+
1

2

∫
d3p1

Ep1

d3p′

Ep′

d3p′1
Ep′

1

f
(1)
B (t, r,p′) f (0)

A (t, r,p′
1)W (p′, p′1|p, p1)

− 1

2

∫
d3p1

Ep1

d3p′

Ep′

d3p′1
Ep′

1

f
(1)
B (t, r,p) f

(0)
A (t, r,p1)W (p, p1|p′, p′1). (27)

Роздiлимо обидвi частини рiвняння на Ep i проiнтегруємо по d3p:

∫
d3p(∂t + v∇r)f

(1) =

1

2

∫
d3p

Ep

d3p1

Ep1

d3p′

Ep′

d3p′1
Ep′

1

f
(1)
A (t, r,p′) f (0)

B (t, r,p′
1)W (p′, p′1|p, p1)

− 1

2

∫
d3p

Ep

d3p1

Ep1

d3p′

Ep′

d3p′1
Ep′

1

f
(1)
A (t, r,p) f

(0)
B (t, r,p1)W (p, p1|p′, p′1)

+
1

2

∫
d3p

Ep

d3p1

Ep1

d3p′

Ep′

d3p′1
Ep′

1

f
(1)
B (t, r,p′) f (0)

A (t, r,p′
1)W (p′, p′1|p, p1)

− 1

2

∫
d3p

Ep

d3p1

Ep1

d3p′

Ep′

d3p′1
Ep′

1

f
(1)
B (t, r,p) f

(0)
A (t, r,p1)W (p, p1|p′, p′1). (28)

З тiєї властивостi швидкостi переходу, що W (p, p1|p′, p′1) = W (p, p1|p′, p′1)
випливає, що 1-й i 2-й доданки в правiй частинi, а також i 3-й i 4-й додан-

ки скорочуються i права частина рiвняння (28) дорiвнює нулю. Врахуємо,

що
∫
d3pf (1)(t, r,p) = ρ(1)(t, r) – густина нуклонiв у першому наближеннi,

а
∫
d3pv f (1)(t, r,p) = u(1)(t, r)ρ(1)(t, r), де u(1)(t, r) – колективна (гiдро-

динамiчна) швидкiсть нуклонiв у першому наближеннi. Тодi рiвняння (28)

набуває вигляду:
∂ρ(1)

∂t
+ div

(
u(1)ρ(1)

)
= 0. (29)

Рiвняння (29) є рiвнянням неперервностi i вiдображає локальний закон збе-

реження кiлькостi нуклонiв в системi. Таким чином функцiя розподiлу у

першому наближеннi вiдповiдає вимозi нашої моделi щодо збереження кiль-
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костi нуклонiв у часi.

2.5.2 Функцiя Грiна рiвняння Больцмана

Функцiя Грiна G(t, r; t0, r0;p) рiвняння Больцмана задовольняє задачу:

pµ∂µG(t, r; t′, r′;p) = δ3(r− r′) δ(t− t′), (30)

G(t = 0, r; t′, r′;p) = 0. (31)

Знайдемо функцiю Грiна за допомогою перетворення Фур’є:

G(t, r; t′, r′;p) =
1

(2π)3

∫
d3k eik(r−r′) Ĝ(t,k; t′, r′;p). (32)

Пiдставляючи вираз (32) у рiвняння (30) i прирiвнюючи пiдiнтегральнi вира-

зи при експонентах iз врахуванням того, що δ3(r−r′) =
1

(2π)3

∫
d3k eik(r−r′)

отримаємо задачу для Фур’є-образу:

∂G(t,k; t′, r′;p)

∂t
+ ikvG(t,k; t′, r′;p) =

δ(t− t′)

Ep

, (33)

G(t = 0,k; t′, r′;p) = 0, (34)

де v =
p

Ep

.

Рiвняння (33) є лiнiйним неоднорiдним диференцiальним рiвнянням пер-

шого порядку i його розв’язок має вигляд:

G(t,k; t′, r′;p) =
exp

(
−
∫ t

0 ikvdt1

)

Ep

∫ t

0

exp

(∫ t1

0

ikvdt2

)
δ(t1−t′)dt1. (35)

В результатi iнтегрування отримаємо:

G(t,k; t′, r′;p) = e−ikv(t−t′)θ(t− t′)

Ep

. (36)
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Пiдставимо отриманий вираз у (32)

G(t, r; t′, r′;p) =
1

(2π)3

∫
d3k eik(r−r′−v(t−t′)) θ(t− t′)

Ep

. (37)

Виконуючи iнтегрування отримаємо:

G(t, r; t′, r′;p) = δ3 (r− r′ − v(t− t′))
θ(t− t′)

Ep

. (38)

Як i очiкувалося, функцiя Грiна залежить тiльки вiд рiзниць (r− r′) i (t− t′)

i можна записати

G(t, r; t′, r′;p) = G(t− t′, r− r′;p),

G(t, r;p) = δ3 (r− vt)
θ(t)

Ep

. (39)

2.5.3 Функцiї розподiлу нуклонiв-спектаторiв

Проiнтегруємо праву частину рiвняння (22) по iмпульсах продуктiв реа-

кцiї [1]:

pµ∂µf
(1)
A = −1

2

∫
d3p1

Ep1

dΩσ(s, θ)
1

2

√
s(s− 4m2)f

(1)
A (t, r,p) f

(0)
B (t, r,p1). (40)

Врахуємо, що
1

2

∫
dΩσ(s, θ) = σ0(s) – повний перерiз розсiяння, а також

використаємо явний вигляд функцiї f (0)
A (19) i проiнтегруємо по p1

pµ∂µf
(1)
A = −σ0(s)

Ep0

1

2

√
s(s− 4m2)f

(1)
A (t, r,p) ρ

(0)
B (t, r). (41)

З урахуванням початкового iмпульсного розподiлу будемо шукати розв’язок

f
(1)
A (t, r,p) у виглядi

f
(1)
A (t, r,p) = ρ

(1)
A (t, r) δ2(p⊥) δ(pz − pA), (42)
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де pA = p0. Тодi, з урахуванням того, що Ep0 =

√
s

2
, p0 =

1

2

√
s− 4m2 i

V0 =
p0

Ep0

отримаємо рiвняння для ρ
(1)
A (t, r)

p
µ
0∂µρ

(1)
A (t, r) = −2σ0V0ρ

(1)
A (t, r) ρ

(0)
B (t, r), (43)

ρ
(1)
A (0, r) = ρ

(0)
A (0, r) = ρA(r). (44)

Будемо шукати розв’язок у виглядi ρ(1)A (t, r) = ρ
(0)
A (t, r)·exp (g(t, r)), де g(t, r)

– нова невiдома функцiя. Пiдставивши цей вираз у рiвняння (43) з урахува-

нням того, що p
µ
0∂µρ

(0)
A (t, r) = 0 отримаємо рiвняння для g(t, r)

p
µ
0∂µg(t, r) = −2σ0V0ρ

(0)
B (t, r), (45)

g(0, r) = 0. (46)

Розв’язок цiєї задачi знайдемо за допомогою функцiї Грiна рiвняння Боль-

цмана (39):

G(t, r;p0) =
θ(t)

Ep0

δ3(r− v0t).

Тодi розв’язок записується у виглядi:

g(t, r) =

∫ ∞

0

dt′
∫

d3r′G(t− t′, r− r′;p0) · (−2σ0V0ρ
(0)
B (t′, r′)). (47)

Провiвши обчислення отримуємо

g(t, r) = −2σ0V0

∫ t

0

dt′ρ(0)B (t′, r− v0(t− t′)). (48)

Пiдставивши результат у вираз для ρ
(1)
A (t, r), а потiм у рiвняння (42) отри-

маємо вираз для f
(1)
A (t, r,p):

f
(1)
A (t, r,p) = ρ

(0)
A (t, r) δ2(p⊥) δ(pz − pA)×

× exp

(
−2σ0V0

∫ t

0

dt′ρ(0)B (t′, r− vA(t− t′))

)
, (49)
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де vA =
pA

EpA

= v0. Або, з урахуванням вигляду функцiї f (0)
A (t, r,p) (19),

отримаємо остаточний вираз для f
(1)
A

f
(1)
A (t, r,p) = f

(0)
A (t, r,p) exp

(
−2σ0V0

∫ t

0

dt′ρ(0)B (t′, r− vA(t− t′))

)
. (50)

Аналогiчним чином знаходимо функцiю f
(1)
B :

f
(1)
B (t, r,p) = f

(0)
B (t, r,p) exp

(
−2σ0V0

∫ t

0

dt′ρ(0)A (t′, r− vB(t− t′))

)
, (51)

де vB =
pB

EpB

= −v0.

Таким чином функцiя розподiлу нуклонiв-спектаторiв ядра A або B в

першому наближеннi є функцiєю розподiлу нуклонiв ядра у нульовому на-

ближеннi, домноженою на експоненцiйний множник, який враховує зiткне-

ння нуклонiв i їх “вихiд” iз f
(1)
A(B) з часом.

2.5.4 Функцiя розподiлу нуклонiв-учасникiв

Знайдемо функцiю розподiлу f
(1)
part, що задовольняє рiвняння (24). По-

значимо перший i другий доданки в правiй частинi рiвняння (24) як, вiдпо-

вiдно, C1 i C2. Маємо:

C1 =
1

2

∫
d3p1

Ep1

d3p′

Ep′

d3p′1
Ep′

1

f
(1)
A (t, r,p′) f (0)

B (t, r,p′
1)sσ(s, θ)δ

4(p+ p1 − p′ − p′1).

(52)

Враховуючи явний вигляд функцiй f
(1)
A i f

(0)
B виконаємо iнтегрування по

iмпульсах p′ i p′1 i врахуємо, що s = 4(Ep0)
2.

C1 = 2

∫
d3p1

Ep1

ρ
(1)
A (t, r) ρ

(0)
B (t, r) σ(s, θ) δ(Ep + Ep1 − 2Ep0) δ

3(p+ p1). (53)

Виконуючи iнтегрування по iмпульсу p1 отримаємо

C1 =
2

Ep0

σ(s, θ) δ(2Ep − 2Ep0) ρ
(1)
A (t, r) ρ

(0)
B (t, r). (54)
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Враховуючи, що δ(2Ep − 2Ep0) =
1

2

Ep

p0
δ(|p| − p0) отримаємо

C1 =
σ(s, θ)

p0
δ(|p| − p0) ρ

(1)
A (t, r) ρ

(0)
B (t, r). (55)

Аналогiчно знаходимо C2:

C2 =
σ(s, θ)

p0
δ(|p| − p0) ρ

(0)
A (t, r) ρ

(1)
B (t, r). (56)

Пiдставляючи C1 i C2 у рiвняння для f
(1)
part (24) отримаємо

pµ∂µf
(1)
part =

σ(s, θ)

p0
δ(|p| − p0) ·

(
ρ
(1)
A (t, r) ρ

(0)
B (t, r) + ρ

(0)
A (t, r) ρ

(1)
B (t, r)

)
,

(57)

f
(1)
part(0, r,p) = 0. (58)

Диференцiальний перерiз в правiй частинi рiвняння визначає розподiл на-

прямку руху нуклона в результатi зiткнення, а дельта-функцiя вiдображає

закон збереження енергiї.

Розв’язок знаходимо за допомогою функцiї Грiна (2.5.3):

f
(1)
part(t, r,p) =

σ(s, θ)

p0Ep0

δ(|p| − p0)Apart(t, r,p), (59)

Apart(t, r,p) =

∫ t

0

dt′
(
ρ
(1)
A (t′, r′p) ρ

(0)
B (t′, r′p) + ρ

(0)
A (t′, r′p) ρ

(1)
B (t′, r′p)

)
,(60)

де r
′
p = r − p

Ep
(t− t′).

2.5.5 Узагальнення на випадок непружних зiткнень

Вираз (60) задає залежну вiд часу функцiю розподiлу нуклонiв-учасникiв.

Дельта-функцiя δ(|p| − p0), яка входить у вираз для функцiї розподiлу вiд-

ображає закон збереження енергiї нуклонiв у пружних зiткненнях. Врахову-
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ючи зв’язок δ(|p| − p0) =
p0

Ep

δ(Ep − Ep0) перепишемо вираз (60) для f
(1)
part:

f
(1)
part(t, r,p) =

σ(s, θ)

E2
p0

δ(Ep − Ep0)Apart(t, r,p). (61)

У цьому виразi δ(Ep − Ep0) є густиною розподiлу нуклонiв по енергiї в

результатi пружних зiткнень. В дiйсностi значна частка зiткнень мiж нукло-

нами являє собою непружнi зiткнення з народженням вторинних частинок

– мезонiв. В результатi цих зiткнень вiдбувається “перекачка” енергiї з ну-

клонної (барiонної) пiдсистеми у мезонну. Для врахування втрати енергiї у

непружних зiткненнях у виразi (60) для функцiї розподiлу нуклонiв учасни-

кiв можна замiнити дельта-функцiю δ(|p| − p0), яка задає розподiл нуклонiв

по енергiї в результатi непружних зiткнень на густину розподiлу нуклонiв

по енергiї J(Ep) в результатi всiх можливих реакцiй. J(Ep) має вигляд:

J(Ep) = w1 δ(Ep − Ep0) + w2 Jin(Ep), (62)

де w1 =
σel

σ0
– ймовiрнiсть того, що розсiяння було пружним, а w2 =

σin

σ0
–

ймовiрнiсть того, що розсiяння було непружним i при цьому w1 + w2 = 1.

Jin(Ep) є густиною розподiлу нуклонiв по енергiї в результатi непружних

реакцiй. Функцiя розподiлу f
(1)
part таким чином набуває вигляду:

f
(1)
part(t, r,p) =

σ(s, θ)

E2
p0

J(Ep)Apart(t, r,p). (63)

2.6 Просторовий розподiл нуклонiв-спектаторiв

За допомогою функцiй розподiлу нуклонiв-спектаторiв f
(1)
A(B) запишемо

їх розподiл по координатам (x, y)

d2N spec

dxdy
=

d2N
spec
A

dxdy
+

d2N
spec
B

dxdy
=

∫
dz

∫
d3p

(
f
(1)
A (t, r, z) + f

(1)
B (t, r, z)

)
.

(64)
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Тут
d2N

spec

A(B)

dxdy
=

∫
dz

∫
d3p f

(1)
A(B)(t, r, z). Обчислимо

d2N
spec
A

dxdy
. Використову-

ючи явний вигляд функцiї f (1)
A (50) виконаємо iнтегрування по iмпульсах

d2N
spec
A

dxdy
=

∫
dz ρ

(1)
A (t, r). (65)

Знайдемо розподiл при t → ∞. Вiн буде задавати поперечний розподiл

нуклонiв-спектаторiв пiсля закiнчення процесу зiткнення ядер, тобто нуклонiв-

спектаторiв, якi реєструються детектором. Розрахунок цього розподiлу в на-

шiй моделi являє собою iнтерес оскiльки його було розраховано на основi

моделi Глаубера-Ситенка i порiвняння результатiв може дати вiдповiдь на

те, наскiльки наша модель є узгодженою iз моделлю Глаубера-Ситенка. Ма-

ємо

d2N
spec
A

dxdy
= lim

t→∞

∫
dz ρ

(0)
A (t, r) · exp

(
−2σ0V0

∫ t

0

dt′ρ(0)B (t′, r− vA(t− t′))

)
.

(66)

Врахуємо те, що в моменти часу t < 0 зiткнень в системi не має, отже роз-

подiл нуклонiв-спектаторiв не повинен змiнюватися при t < 0. Математично

це означає, що можна з високою точнiстю записати

d2N
spec
A

dxdy
= lim

t→∞

∫
dz ρ

(0)
A (t, r) · exp

(
−2σ0V0

∫ t

−∞
dt′ρ(0)B (t′, r− vA(t− t′))

)
.

(67)

Враховуючи, що ρ
(0)
A(B)(t, r) = ρA(B)(r − vA(B)t) i те, що va = v0, vb = −v0

отримаємо

d2N
spec
A

dxdy
= lim

t→∞

∫
dz ρA(r−v0t)·exp

(
−2σ0V0

∫ t

−∞
dt′ρB(r− v0(t− t′) + v0t

′)

)
.

(68)

Зробимо замiну z− V0t = z′. З урахуванням того, що v0 = (0, 0, V0) отриму-

ємо

d2N
spec
A

dxdy
= lim

t→∞

∫
dz′ ρA(r

′) · exp
(
−2σ0V0

∫ t

−∞
dt′ρB(r

′ + 2v0t
′)

)
, (69)
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де r
′ = (x, y, z′). Виконаємо граничний перехiд пiд знаком iнтеграла:

d2N
spec
A

dxdy
=

∫
dz′ ρA(r

′) · exp
(
−2σ0V0

∫ ∞

−∞
dt′ρB(r

′ + 2v0t
′)

)
, (70)

Зробимо замiну при iнтегруваннi пiд експонентою z′ + 2V0t
′ = z, dt′ =

1

2V0
dz. Отримаємо

d2N
spec
A

dxdy
=

∫
dz′ ρA(r

′) · exp
(
−σ0

∫ ∞

−∞
dzρB(r)

)
, (71)

Позначимо TA(B)(x, y) =
∫
dzρA(B)(x, y, z) – початковий поперечний розпо-

дiл нуклонiв у ядрi. Тодi отримаємо остаточний результат

d2N
spec
A

dxdy
= TA(x, y) · exp (−σ0TB(x, y)) . (72)

Аналогiчно
d2N

spec
B

dxdy
= TB(x, y) · exp (−σ0TA(x, y)) . (73)

Остаточний результат

d2N spec

dxdy
= TA(x, y) · exp (−σ0TB(x, y)) + TB(x, y) · exp (−σ0TA(x, y)) . (74)

Цей результат збiгається iз вiдповiдною формулою на основi моделi Глаубера-

Ситенка [18]. Але, при цьому, в нашiй моделi отримано також залежнi вiд

часу функцiї розподiлу нуклонiв-спектаторiв, а не лише асимптотичний ви-

раз при t → ∞.

2.7 Густина реакцiй

Фаєрбол зручно дослiджувати з точки зору перебiгу у ньому адронних

реакцiй [22]. Основною характеристикою тут є 4-густина реакцiй, яка визна-

чає кiлькiсть реакцiй в одиницi просторово-часового об’єму. Функцiя роз-

подiлу нуклонiв в системi дає змогу розрахувати 4-густину двочастинкових

нуклонних реакцiй в системi. У наближеннi двочастинкових пружних зi-
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ткнень вона має вигляд:

Γ(t, r) =
1

4

∫
d3p

Ep

d3p1

Ep1

d3p′

E ′
p

d3p′1
E ′

p1

f(t, r,p)f(t, r,p1)W (p, p1|p′, p′1). (75)

Враховуючи явний вигляд швидкостi переходу (9) проiнтегруємо (75) по p′

i p′1:

Γ(t, r) =
1

2

∫
d3p1

Ep1

d3p2

Ep2

dΩ
1

2
σ(s, θ)

1

2

√
s(s− 4m2)f(t, r,p1) f(t, r,p2) , (76)

де s = (p1 + p2)
µ (p1 + p2)µ, θ – кут розсiяння. Тут

∫
dΩ 1

2σ(s, θ) = σ0(s), де

σ0(s) – повний перерiз реакцiй мiж нуклонами. Iз врахуванням того, що

1

2

√
s(s− 4m2) =

√
(p1µ · p2µ)2 −m4

густина реакцiй (76) набуває вигляду:

Γ(t, r) =
1

2

∫
d3p1

Ep1

d3p2

Ep2

σ0(s)
√
(p1µ · p2µ)2 −m4f(t, r,p1) f(t, r,p2). (77)

Використовуючи вираз (77) i знайденi нами функцiї розподiлу у нульовому

i першому наближеннях можна розрахувати частоту нуклонних реакцiй у

цих наближеннях.
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2.7.1 Густина реакцiй у нульовому наближеннi

Використаємо функцiю розподiлу у нульовому наближеннi f (0) = f
(0)
A +

f
(0)
B для знаходження густини реакцiй у балiстичному режимi:

Γ(0)(t, r) =
1

2

∫
d3p1

Ep1

d3p2

Ep2

σ0(s)
√
(p1µ · p2µ)2 −m4f

(0)
A (t, r,p1) f

(0)
A (t, r,p2)

+
1

2

∫
d3p1

Ep1

d3p2

Ep2

σ0(s)
√
(p1µ · p2µ)2 −m4f

(0)
B (t, r,p1) f

(0)
B (t, r,p2)

+
1

2

∫
d3p1

Ep1

d3p2

Ep2

σ0(s)
√
(p1µ · p2µ)2 −m4f

(0)
A (t, r,p1) f

(0)
B (t, r,p2)

+
1

2

∫
d3p1

Ep1

d3p2

Ep2

σ0(s)
√
(p1µ · p2µ)2 −m4f

(0)
B (t, r,p1) f

(0)
A (t, r,p2).

(78)

Iмпульсний розподiл у функцiях f
(0)
A(B) (19) має вигляд дельта-функцiї тому

першi два доданки у (78) зануляються внаслiдок того, що
√

(p1µ · p2µ)2 −m4 =

0 при p1 = p2. Iншi два доданки рiвнi мiж собою i тому частота реакцiй при-

ймає вигляд:

Γ(0)(t, r) =

∫
d3p1

Ep1

d3p2

Ep2

σ0(s)
√
(p1µ · p2µ)2 −m4f

(0)
A (t, r,p1) f

(0)
B (t, r,p2).

(79)

Використаємо явний вигляд функцiй розподiлу у нульовому наближеннi

(19) f (0)
A(B) = ρ

(0)
A(B)(t, r) δ

2(p⊥) δ(pz − pA(B)) i проiнтегруємо по p1 i p2:

Γ(0)(t, r) = 2 σ0 V0 ρ
(0)
A (t, r) ρ

(0)
B (t, r). (80)

2.7.2 Густина реакцiй у першому наближеннi

Знайдемо вираз для густини реакцiй у першому наближеннi. У пер-

шому наближеннi функцiя розподiлу складається з трьох доданкiв f (1) =

f
(1)
A + f

(1)
B + f

(1)
part. Перед тим, як записати вираз для густини реакцiї введемо

позначення:

Γ[f, g] =
1

2

∫
d3p1

Ep1

d3p2

Ep2

σ0(s)
√
(p1µ · p2µ)2 −m4f(t, r,p1) g(t, r,p2).
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Тодi вигляд для густини реакцiй у першому наближеннi набуває вигляду:

Γ(1)(t, r) = Γ[f
(1)
A , f

(1)
A ] + Γ[f

(1)
B , f

(1)
B ] + Γ[f

(1)
part, f

(1)
part]

+ 2Γ[f
(1)
A , f

(1)
B ] + 2Γ[f

(1)
A , f

(1)
part] + 2Γ[f

(1)
B , f

(1)
part]. (81)

Першi два доданки рiвнi нулю, оскiльки функцiї f
(1)
A(B) мають iмпульсний

розподiл у виглядi дельта-функцiї. Тому вираз для частоти має вигляд:

Γ(1)(t, r) = Γ[f
(1)
part, f

(1)
part] + 2Γ[f

(1)
A , f

(1)
B ] + 2Γ[f

(1)
A , f

(1)
part] + 2Γ[f

(1)
B , f

(1)
part]. (82)

Доданки у правiй частинi рiвняння (82) можна спростити використовую-

чи явний вигляд функцiй f
(1)
A(B) i f (1)

part. Для простоти розрахункiв не будемо

враховувати непружнi зiткнення i тому вiзьмемо f
(1)
part у виглядi (60). Обчи-

слюючи Γ[f
(1)
part, f

(1)
part] перейдемо до сферичної системи координат при iнте-

груваннi по p1 i p2 i тодi виконаємо iнтегрування по |p1| i |p2|:

Γ[f
(1)
part, f

(1)
part] =

1

2

V 2
0

E2
p0

∫
dΩp1

∫
dΩp2σ0(s) σ(s, θp1) σ(s, θp2) ×

×
√

(p1µ · p2µ)2 −m4Apart(t, r,p1)Apart(t, r,p2), (83)

де s = (p1 + p2)
µ (p1 + p2)µ.

Доданок Γ[f
(1)
A , f

(1)
B ] має вигляд:

Γ[f
(1)
A , f

(1)
B ] = σ0 V0 ρ

(1)
A (t, r) ρ

(1)
B (t, r). (84)

Обчислюючи Γ[f
(1)
A(B), f

(1)
part] отримуємо:

Γ[f
(1)
A(B), f

(1)
part] =

1

2

V0

E2
p0

ρ
(1)
A(B)(t, r)

∫
dΩpσ0(s) σ(s, θp)×

×
√

(pµ · pA(B)
µ)2 −m4Apart(t, r,p). (85)
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3 Результати розрахункiв та їх обговорення

3.1 Частота реакцiй

Проведемо розрахунки частоти нуклонних реакцiй в системi. Частоту

реакцiй отримаємо проiнтегрувавши густину реакцiй по координатах:

ν(t) =

∫
d3rΓ(t, r). (86)

Використаємо знайденi нами густини реакцiї у нульовому (80) i першому

(82) наближеннях для обчислення частоти реакцiй у вiдповiдних наближе-

ннях. Для чисельного обчислення багатовимiрних iнтегралiв використаємо

метод Монте-Карло. Слiд зазначити, що у випадку центральних зiткнень

ядер частота реакцiй не мiстить залежностi вiд азимутального кута ϕ вна-

слiдок симетрiї системи. У цьому випадку, проводячи чисельнi обчислення

для частоти реакцiй, будемо переходити до цилiндричної системи коорди-

нат, що дозволяє виконати iнтегрування по куту ϕ зменшити розмiрнiсть

iнтегралу.

Оскiльки iз збiльшенням енергiї зiткнення ядер збiльшується кiлькiсть

вторинних частинок, якi теж дають свiй внесок в еволюцiю фаєрбола, то за-

пропонована вище модель буде обгрунтованою для енергiй, при яких внесок

вторинних частинок є незначним. Тому виконаємо розрахунки в першу чер-

гу для енергiй експерименту AGS iз зiткнення ядер золота. Для порiвняння

використаємо вiдповiднi розрахунки частоти барiонних реакцiй iз монте-

карлiвської кiнетичної моделi UrQMD.

Для розрахункiв вiзьмемо середнiй перерiз реакцiй зiткнення нуклонiв

σ0 =
1

2
(σpp+σnp) [23]. Узгодження iз розрахунками в UrQMD забезпечується

початковим розподiлом (14) iз параметрами:

R0 =

(
3

4πρ0

) 1

3

[
1

2

(
A+ (A

1

3 − 1)3
)] 1

3

, R = R0 + 1.5 фм

де ρ0 = 0.16 фм−3 – густина ядра в основному станi, A – кiлькiсть нуклонiв

в ядрi, α = 0.545 фм – дифузнiсть краю.
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Тодi для умов експерименту AGS (Au + Au) використаємо такi значення

параметрiв: R0 = 6.13 фм, σ0 = 40 мбн, A = 197. У першому наближеннi

будемо вважати перерiз реакцiй iзотропним: σ(s, θ) =
σ0

2π
. Будемо розгляда-

ти центральнi зiткнення ядер, тобто b = 0 фм. Результати розрахункiв для

енергiй ядра-снаряда Ekin = 2A ГеВ i Ekin = 10.8A ГеВ наведено на Рис. 7 i

8.
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Рис. 7: Часова залежнiсть частоти реакцiй для умов експерименту AGS (Au
+ Au) при Ekin = 2А ГеВ для розрахункiв в UrQMD та в запропонованiй
моделi.

Iз порiвняння результатiв розрахункiв моделi нуклонного фаєрбола i UrQMD

видно, що частота барiонних реакцiй на початковiй стадiї еволюцiї системи

описується функцiями розподiлу нашої моделi у нульовому (балiстичний

режим) i першому наближеннях. При цьому початкова стадiя вiдповiдає

промiжку часу [0, tc], де tc – час максимального перекриття ядер:

tc =
R

γ
· 1

V0
.

З розрахункiв випливає, що частота реакцiй при енергiях AGS на початковiй

стадiї описується проходженням ядер одне через одне без зiткнень, а макси-

мум у часовiй залежностi частоти пояснюється максимальним перекриттям

ядер у момент часу коли центри ядер спiвпадають.
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Рис. 8: Часова залежнiсть частоти реакцiй для умов експерименту AGS (Au
+ Au) при Ekin = 2А ГеВ для розрахункiв в UrQMD та в запропонованiй
моделi.

Використаємо модель нуклонного фаєрбола, щоб розрахувати частоту

реакцiй для умов експерименту SPS (Pb+Pb) iз зiткнення ядер свинцю. Для

цього експерименту використаємо такi значення параметрiв: R0 = 6.24 фм,

σ0 = 40 мбн, A = 207. Як i ранiше, будемо розглядати центральнi зiткнення

ядер. Результати розрахункiв для енергiй ядра-снаряда Ekin = 20A ГеВ i

Ekin = 40A ГеВ наведено на Рис. 9 i 10.

Видно, що при збiльшеннi енергiї зiткнення розбiжностi мiж розрахун-

ками частоти реакцiй у моделi нуклонного фаєрбола i UrQMD збiльшую-

ться. Це пов’язано iз збiльшенням долi непружних реакцiй iз народженням

вторинних частинок, якi приводять до втрати нуклонами енергiї.
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Рис. 9: Часова залежнiсть частоти реакцiй для умов експерименту SPS (Pb
+ Pb) при Ekin = 20А ГеВ для розрахункiв в UrQMD та в запропонованiй
моделi.
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Рис. 10: Часова залежнiсть частоти реакцiй для умов експерименту SPS (Pb
+ Pb) при Ekin = 40А ГеВ для розрахункiв в UrQMD та в запропонованiй
моделi.
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3.2 Просторовий розподiл нуклонiв по координатi z

Знайдемо просторовий розподiл нуклонiв по координатi z у рiзнi мо-

менти часу. Вiн виражається через функцiю розподiлу нуклонiв наступним

шляхом:

ρN(z; t) =

∫
dxdy

∫
d3p f(t, r,p). (87)

Знайдемо цей розподiл, використовуючи функцiї розподiлу у нульовому i

першому наближеннях. Використовуючи функцiю розподiлу нульового на-

ближення (19) знаходимо ρ
(0)
N (z; t)

ρ
(0)
N (z; t) =

∫
dxdy

(
ρ
(0)
A (t, r) + ρ

(0)
B (t, r)

)
. (88)

Розподiл по координатi z у першому наближеннi знаходимо, використовую-

чи (60):

ρ
(1)
N (z; t) = V0

∫
dxdy

∫
dΩpσ(s, θp)Apart(t, r,p). (89)

Результати розрахункiв розподiлу у рiзнi моменти часу для умов експе-

риментiв AGS (Au + Au) i SPS (Pb + Pb) наведено на Рис. 11 i 12 вiдповiдно.
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Рис. 11: Розподiл нуклонiв по координатi z у рiзнi моменти часу для умов
експерименту AGS (Au + Au) при Ekin = 2А ГеВ для розрахункiв в UrQMD
та в запропонованiй моделi.
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Рис. 12: Розподiл нуклонiв по координатi z у рiзнi моменти часу для умов
експерименту SPS (Pb + Pb) при Ekin = 20А ГеВ для розрахункiв в UrQMD
та в запропонованiй моделi.

Порiвняння iз UrQMD показують, що просторовий розподiл нуклонiв на

початковiй стадiї описується на початковiй стадiї нашою моделлю. Розра-

хунки показують, що, на вiдмiну вiд частоти реакцiй, при збiльшеннi енер-

гiї зiткнення спiвпадiння результатiв нашої моделi iз UrQMD на початковiй

стадiї покращується. Це може бути пояснено тим, що тривалiсть початкової

стадiї при збiльшеннi енергiї зiткнення зменшується, i, внаслiдок цього про-

сторовий розподiл не встигає суттєво змiнитися на початковiй стадiї. Крiм

того, функцiя розподiлу у першому наближеннi досить непогано описує роз-

подiл нуклонiв i протягом деякого часу пiсля початкової стадiї зiткнення

ядер.

3.3 Межi застосовностi моделi нуклонного фаєрбола

На основi проведених розрахункiв i їх порiвняння iз UrQMD можна зро-

бити висновок, що модель нуклонного фаєрбола описує систему нуклонiв у

зiткненнях релятивiстських ядер до моменту часу перекриття ядер для умов

AGS та SPS. Межа застосування нашої моделi разом iз iншими моделями

схематично представлена на Рис. 13.
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Рис. 13: Межi застосовностi рiзних моделей для опису зiткнення реляти-
вiстських ядер.

Гiдродинамiчнi моделi придатнi для опису системи, у якiй встановилась

локальна термодинамiчна рiвновага. З цiєї причини вона непридатна для

опису початкової стадiї еволюцiї системи, а може бути застосовна лише пi-

сля того, як в системi встановилась локальна рiвновага, наприклад пiсля,

максимального перекриття ядер. Через скiнчений час життя фаєрбола гу-

стина частинок в системi зменшується i гiдродинамiка стає непридатною

для опису. Подальша еволюцiя системи може бути описана за допомогою

монте-карлiвських кiнетичних моделей. Кiнетичнi моделi придатнi для опи-

су i попереднiх стадiй, але гiдродинамiка має перевагу над ними через те,

що вона здатна врахувати багаточастинковi реакцiї та фазовий перехiд до

кварк-глюонної плазми за рахунок вiдповiдного рiвняння стану ядерної ма-

терiї.

Як видно на Рис. 13, модель нуклонного фаєрбола може бути викори-

стана для задання початкових умов у гiдродинамiчних моделях, зокрема

густини частинок, густини енергiї та густини ентропiї.
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Висновки

1. Порiвняння розрахункiв, що проведенi у моделi нуклонного фаєрбо-

ла i в монте-карлiвськiй кiнетичнiй моделi UrQMD показує, що до

моменту перекриття ядер у релятивiстських ядро-ядерних зiткненнях

просторовий розподiл системи барiонiв описується функцiями розпо-

дiлу у балiстичному режимi – проходженням ядер одне через iнше без

зiткнень.

2. Розрахунки показують, що максимум у часовiй залежностi частоти ба-

рiонних реакцiй вiдповiдає максимальному перекриттю ядер.

3. Отримано функцiю розподiлу нуклонiв на початковiй стадiї еволюцiї

в релятивiстських ядро-ядерних зiткненнях, яка дозволяє задати поча-

тковi умови у гiдродинамiчних моделях.
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